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A continuacién, se presenta una nota académica dedicada al estudio de los modelos no lineales
en econometria, desarrollada a partir de los contenidos abordados en el curso de Econometria
I1, dictado por el profesor Mg. Marvin Padilla. Este material ha sido elaborado con el mayor
respeto hacia el profesor y con fines estrictamente educativos, con el proposito de contribuir a la
comprensién y difusion de sus ensefianzas, asi como de asegurar que su valioso legado académico
perdure en el tiempo.

Recomendamos encarecidamente la lectura de los libros y materiales del profesor, los cuales
constituyen una fuente rigurosa y profunda para el estudio.

Esta nota incluye el desarrollo de los siguientes subtemas fundamentales:

Modelos no lineales y su especificacién

» Minimos cuadrados no lineales (NLS)

Estimaciéon por méxima verosimilitud

Transformacion Box-Cox

Contraste de restricciones no lineales

Ante cualquier error, comentario o sugerencia, no dude el lector en escribirnos al correo que
aparece en la portada del presente documento.
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1. Punto de Partida: Del Modelo Lineal al No Lineal

1.1. Los dos modelos fundamentales

En Econometria 1 trabajamos con el modelo lineal general:

Y=XB+¢ (1)

donde la relacion entre Y y X es lineal en los pardmetros 5. En Econometria 2 generalizamos
esta idea al modelo no lineal:

yt = [(w, B) + &4, t=1,2,...,T 2)
f(xt, B) es una funcién arbitraria de las variables explicativas z; y de los pardmetros . El

problema central surge cuando f es no lineal en [3: en ese caso no existe una féormula cerrada
como 3 = (X'X)"1X'Y y debemos recurrir a métodos distintos.

2. Clasificaciéon de Especificaciones No Lineales

A continuacién, se presentan cinco ejemplos candnicos. La clave es identificar dénde aparece la
no linealidad: en las variables o en los parametros.

2.1. Cinco modelos y su tratamiento

a. Modelo 1: Potencia en la variable endogena

e = Bo+ B + &
Si By = 1: y = Bo + Pixs + & (lineal). El pardmetro B2 controla la curvatura de la relacién.
Si B2 > 1 la relacion es convexa (crece cada vez mas rapido); si 0 < f2 < 1 es céncava (crece

pero cada vez més despacio). Esta no linealidad afecta a los parametros, por lo que no puede
resolverse con una transformaciéon simple de datos.

b. Modelo 2: Transformacion Box-Cox en la variable independiente
ytliﬁz = Bo + 1zt + &t
Si fo = 0: yp = Po + Brxe + & (lineal).

c. Modelo 3: Cociente de parametros

1-B2
Ly

Bo

yt = Bo + B + &t
Si o =0y B3 = 1: se reduce al modelo lineal.
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d. Modelo 4: Razéon de parametros como pendiente

yr = Po + ée76t+€1t
B2

Definiendo 3 = 31/ se obtiene y; = By + Bia; + €, que es lineal. El parametro 1 /82 puede
recuperarse a partir del coeficiente estimado.

Interpretacion:

En este caso la no linealidad es recuperable: estimamos el cociente directamente como una
sola pendiente lineal y luego hacemos la particion.

e. Modelo 5: No linealidad irreducible en los parametros

Cr = Bo+ By + e

Interpretacién: Modelo de consumo no lineal

Este es el caso problematico: (3 estd en el exponente de 3 y no puede separarse de (51
mediante dlgebra elemental. No hay transformaciéon de datos que lo linealice. Requiere
métodos de estimacion no lineales. Econémicamente, 83 captura la elasticidad ingreso del
consumo: si 3 = 1 la propensién marginal es constante (lineal); si 53 < 1 el consumo crece
pero con rendimientos decrecientes.

3. Transformacion Box-Cox

Definicion: Transformacion Box-Cox

La familia de transformaciones Box-Cox parametriza la forma funcional mediante A:

A
xzp — 1
p=a+p = + et (3)
3.1. Casos especiales segtin el valor de \
A Modelo resultante Expresion
A=1 Lineal Y = o+ Bxy + &4
A=0 Logaritmico Yyt =a+ PBlnx + &
A= —1 Inverso yt:a+6-x%+6t

Interpretacion: Utilidad de Box-Cox

Box-Cox anida en un tinico parametro A las tres especificaciones mas comunes. Si \ se estima
a partir de los datos, el modelo elige automaticamente la forma funcional més adecuada. Si
A es conocido, el modelo se vuelve lineal en o y 8 y puede estimarse por MCO ordinario.




3.2. Modelo exponencial y la condicién de no separabilidad

Considera el modelo:
Y = Bo e + ey

Al tomar logaritmo pareceria linealizable: Iny; = In 5y + x31 + €;. Sin embargo, en (3.2) el error
€; es aditivo, mientras que Iny; = Bo -+ 431 + €4 requeriria un error multiplicativo en el modelo
original. Estos dos modelos tienen implicaciones estadisticas distintas y no son equivalentes: esta
es la Condicion de No Separabilidad.

Regla practica: solo se puede aplicar logaritmo para linealizar si el error original es
multiplicativo, es decir, y; = Boe®*P - e, lo que da Iny; = In By + 251 + €. Si el error es
aditivo como en (3.2), tomar logaritmo introduce una transformacién inconsistente.

4. Linealizacién por Serie de Taylor

4.1. Idea central

Dado el modelo no lineal (2), un primer enfoque consiste en aproximar f(x¢, ) localmente
alrededor de un estimador inicial 8 usando la serie de Taylor de primer orden:

Fxe, B) & f(z4, B) + Vf(zi, 8)(8 - B) (4)

Interpretacién: Serie de Taylor en RV

La serie de Taylor dice: cerca de un punto B, cualquier funcién suave puede aproximarse por
un plano tangente. V f (x4, B) es el vector gradiente: indica la direccién y magnitud del
cambio de f al mover cada parametro una unidad. La aproximacién es mejor cuanto més
cerca estd [ de B .

4.2. Construccion del modelo linealizado

Sustituyendo (4) en el modelo (2):

Yt = f(xtvﬁ) + vf(xtvﬁ)(ﬁ - B) + &¢

Reordenando - llevando el término V f(z, ﬁA) A al lado izquierdo:

yt — f(x, B) + V f(ay, B)B ~ Vf(xt,ﬁ) B+ et

*

Yi

Se obtiene asi el modelo linealizado:

A

yr = Vf(xe,B) B+ e (5)




donde la variable transformada y; estd definida como:

A AL A

yi = ye — [(24, B) + V f(z,8) B

Interpretacién: y;: la variable endégena ajustada

y; es la variable que efectivamente se regresa en el modelo linealizado. Contiene tres
ingredientes:

1. y;: la observacién original.

2. —f(xy, B): se resta el valor de la funcién en la estimacion inicial.

3. +V f(xy, 5)p: se anade la correccién del gradiente.

A

Esto permite que el modelo linealizado (5) tenga a V f(x, 5) jugando el papel de la matriz
X y a y; jugando el papel de y; en el MCO estdndar.

4.3. El Jacobiano: la matriz de variables explicativas generalizadas

El Jacobiano Vf(x, ) es la matriz de todas las derivadas parciales de f respecto a cada
parametro, evaluada en cada periodo ¢:

on of on]
0B1 0B OBk,
fs 0fs 0fs

Vi@ = |0 0%

L0B1  Of2 OBk I rxk

Interpretacion: Jacobiano como generalizacion de X

s Dimension: T x k — igual que la matriz de regresores X en el modelo lineal.

= Cada fila corresponde a un periodo t y contiene la sensibilidad de f; respecto a cada
uno de los k pardmetros.

» Cada columna i contiene df;/0p; parat = 1,...,T, es decir, cémo afecta f; a la
funcién en todos los periodos.

= En el caso lineal f(x, 3) = 3, el Jacobiano es simplemente V f = X3, recuperando
exactamente la estructura del modelo lineal.




4.4. Ejemplo de linealizacién: modelo exponencial

Ejemplo: Modelo y; = ae’ + ¢

Sea f(z¢, a, ) = aeP®. El vector gradiente (Jacobiano de f respecto a Vf(Xy, &, B)

I
- _ 1
= Q
| I

€s:

Y = e’ +

(01

y;fk = Vf($t7@a/3) ,8

—l—ut

* ~ Bz ~ A o}
Yt :yt_aelg ¢ +Vf(f13t,a,ﬁ) [B‘|

Con valores iniciales ¢ =1, § = 0:

. 0 0)z (0)z: Oz | |1
Y =~y — (1)etV™ + e : s (e M
1 1

La variable transformada resultas:
Y=y — I+l =y =y
Y el modelo linealizado inicial es:

(07

B

yz‘f:[l xt} +u =y = a+ Pr+ uy

Este es el modelo de primera iteracién: se estima por MCO, se obtiene a(!) y /3’(1), y se
repite el proceso hasta convergencia.

5. Minimos Cuadrados No Lineales (MCNL)

5.1. Planteamiento

El método de Minimos Cuadrados No Lineales aplica directamente la idea de minimizar la suma
de residuos al cuadrado al modelo no lineal, sin necesidad de linealizarlo:



Interpretacion: MCNL vs. MCO

La légica es idéntica al MCO: buscar los pardmetros que hacen que el modelo se acerque lo
mas posible a los datos observados. La diferencia es que f es no lineal, por lo que no hay
solucién analitica cerrada y el sistema de ecuaciones normales resultante debe resolverse

numéricamente.

5.2. Condicién de Primer Orden (C.P.O.)

Derivando (6) respecto a Bj e igualando a cero:

OSR(B) T
o —92
i > [o -

~

=1

Interpretacién: Derivada de la suma residual

La regla de la cadena da: primero derivamos el cuadrado (el 2 baja como coeficiente y el
signo negativo viene de la derivada de —f) y luego multiplicamos por la derivada interna

of/ 8@. El factor —2 se cancela al igualar a cero.

Para los k parametros, se obtiene el sistema de ecuaciones normales:

XT: [ flae, ] Ofteef) _ 0, j=

i=1 96,
T af 0
> [y — flar [%51] - M
t=1 EXS
ZtT [y — £, B)] L%} =02
| or . 1 Of
Z[yt feBlga— —o;[yt flen Blgz=0
T A 961 0
Sty — flae, B [5[}] l 1
A 0pB2
Sl — fa B)] [ %] = 02
Descomponiendo:
~ Ofi _
Zyt ;f t, ﬁ ki;ytaﬁ_

4 O f:

Zf(l‘t,ﬁ)f

=1 9p



En notaciéon matricial compacta:

ofB\ ., (or®\ . -
S N S

of(B)\ . _ (9f(B) 3
(5o~ (5 s
of _

Si f(x,8) =2 , 35"

gy =2'zf — f=('z) 2y

Interpretacion: Condicion de ortogonalidad

Esta ecuacion se llama condicion de ortogonalidad: los residuos &; deben ser ortogonales
(producto punto igual a cero) a las columnas del Jacobiano. En el caso lineal, el Jacobiano es
X y la condicién se reduce a X'é = 0, que es exactamente la condicién de ortogonalidad del
MCO estédndar. El sistema (5.2) es no lineal en B y debe resolverse mediante algoritmos
numéricos iterativos.

5.3. Varianza del estimador MICINL

Asintéticamente, el estimador MCNL tiene distribucién Normal con varianza:

oty =2 (210 (229)]

Interpretacion: Varianza del MCNL vs. MCO

Comparando con el caso lineal donde Var(3) = o2(X'X) ™"

A

» El Jacobiano V f(/5) reemplaza a X.
» La estructura es idéntica: o2 por la inversa de la suma de productos cruzados.
» En el caso lineal, Vf = X y (5.3) se reduce exactamente a o2(X'X)~L.

6. Estimador de Maxima Verosimilitud (MV)



6.1. Motivacion y planteamiento

Dadas n observaciones Y7, Ys, ..., Y, con funcién de densidad f(y;, 6), el estimador de maxima
verosimilitud es el valor de 6 que maximiza la probabilidad de haber observado los datos que
vemos:

Ony = arg méx L0 | y) (9)

Interpretacion: Intuicion del MV

Imagina que lanzas una moneda 10 veces y obtienes 7 caras. El estimador MV de la
probabilidad de cara es p = 7/10 = 0,7, porque ese es el valor que hace mas “probable” haber
observado exactamente 7 caras en 10 lanzamientos. En econometria, el MV elige 6 de modo
que los datos observados sean lo méas “verosimiles” posible bajo el modelo propuesto.

6.2. Funcién de verosimilitud

La probabilidad conjunta de observar (Y1,Y2,...,Y},) es:

f(Y1, Yy, ... )Y, |0)=L(O | Y1,...,Y,)

Cuando las Y; son i.i.d. (idénticamente distribuidas e independientes):

Lo |y) = nytlﬁ (10)

Interpretaciéon: Por qué el producto

La independencia entre observaciones permite escribir la probabilidad conjunta como el
producto de las probabilidades individuales: es la misma razén por la que P(cara y cara) =
P(cara) x P(cara) al lanzar dos monedas independientes.

6.3. Log-verosimilitud

Para simplificar la optimizacién, se trabaja con el logaritmo de la verosimilitud:
(0 |y)=InL(0|y) = Zlnf ye | 0) (11)

Interpretacién: Ventaja del logaritmo

= Kl logaritmo convierte el producto en una suma, que es mucho mas facil de derivar.

» Como In(-) es una funcién estrictamente creciente, el argmax de ¢ coincide con el
argmax de L: Oy = argméxg £(0 | y).

= Numéricamente, los productos de muchos nimeros pequenos pueden generar underflow
computacional; la suma de logaritmos evita este problema.




6.4. C.P.O. para obtener Orrv

0ln L(0)

90 =0 = Oyv

Ejemplo: MV para una distribucion de Poisson

Sea f(y | x) = ———,cony > 0, A > 0. Los datos observados son:

yi 2 5 6 7
z; 4 10 18 20

La log-verosimilitud conjunta es:

¢\ | data) =Y In f(y; | x;)

M)~

s
Il
L,

InA— Ay + z; In(Ay;) — Inx;!]

I
.M“*

Il

~ 5

=l
L

nA =AY yi+ Y a;In(Ay) —Zlnxi!
20 inlnyz‘-‘rln)\Zzi
n Z$ ny; +In 2;)21‘ an

©-P0 9¢(\ | data) 56
ata «
T—O = T—QO—O — A=28

C.S.0. (condicion suficiente de maximo):

0%/ 56
- <0V

La derivada segunda negativa confirma que A = 2,8 es efectivamente un maximo.

6.5. Aplicacién al Modelo Lineal General (MLG)
a. Funcion de log-verosimilitud

Para Y = X3 + € con ¢; ~ N(0,02), el vector de parametros es § = [3',0?]'. La funcién de
densidad de cada ¢; es:

2
Flei ] Bo?) = ———s exp(—jﬁ)

2ro

La log-verosimilitud conjunta resulta:



T T 1 &
{(B,0° | data) = 5 In(27) — 3 In(o?) — 252 ;5?
T T 1
= -3 1n(27r) — 5 111(02) — T‘Q(y - X/B),(y - XpB)

Interpretacion: Estructura de la log-verosimilitud

(?7?) tiene tres términos:

1. —% In(27): constante que no depende de los pardmetros.
2. —% In(0?): penaliza varianzas grandes.
3. —#SCR: penaliza residuos grandes.
Maximizar ¢ respecto a § equivale a minimizar la SCR, que es exactamente el principio

de MCO. Esto demuestra que bajo normalidad de errores, BMV = 3MCO = (X'X)" 1 X'y.

b. C.P.O. respecto a  y o>

Respecto a :
OSCR

ap

B 202 98

— Buv = (X'X)"' X'y

0

Respecto a o2:

s2 L A2 2
Interpretacion: 63, vs. 0100

El estimador MCO divide entre T' — k (grados de libertad) para ser insesgado: 6]2\400 =
SCR/(T — k). E1 MV divide entre T, por lo que es sesgado en muestras finitas, aunque
consistente: cuando 7" — oo, la diferencia entre Ty T' — k es despreciable.

7. Matriz de Informacién y Cota de Cramér-Rao

7.1. Derivadas de segundo orden de la log-verosimilitud

Para el MLG con 6 = [#/,6%]', la matriz hessiana de la log-verosimilitud es:

020 020
o2 | 0pop 9B da?
2000 | 0% 02/¢

90208  9(02)2




donde:

#*  X'X
pop o2
2t _ n

0(02)2 204
0% X'¢
9poo? o

7.2. Matriz de Informacion de Fisher

Definicién: Matriz de Informacién 1(0)

La matriz de informacién de Fisher se define como la esperanza de la Hessiana negativa de
la log-verosimilitud:

920
16)=-E [69 89’]

\

Para el MLG, usando que E[é] = 0 (el bloque cruzado se anula en esperanza):

XX 2(X'X)" 0

o 1t=| 9 = 4
o o 2z

204 n

Interpretacion: Cota de Cramér-Rao

La cota de Cramér-Rao establece que para cualquier estimador insesgado de 6, su varianza

no puede ser menor que I(6)~%:

Var(§) > 1(6)7"

El estimador MV alcanza esta cota asintéticamente: es el estimador de menor varianza
posible entre todos los estimadores consistentes y asintéticamente normales. Para B My, la
cota es 02(X'X)~!, que coincide exactamente con la varianza del estimador MCO bajo
normalidad.

Interpretaciéon: Bloque diagonal de la matriz de informacion

El hecho de que la matriz de informacién sea diagonal por bloques (ceros en los bloques
cruzados entre 8 y o2) indica que las estimaciones de 3 y o2 son asintéticamente
independientes: conocer mejor uno no te dice nada sobre el otro.

8. Inferencia con 60,y

8.1. Contraste de hipotesis via Razon de Verosimilitudes

Sea el modelo Y = X 3+ € y la hipotesis nula Hy : RS = 7r.



= Modelo no restringido: méx, ¢(0 | data) = Oyg
» Modelo restringido: méxy ¢(0 | data) s.a. RS =1 = 0r ~ {(0R)

El estadistico de razén de verosimilitudes compara los logaritmos de verosimilitud:

A

U(OnR) — L(AR) ~ 0 si Hy es verdadera

Interpretacion: Loégica del contraste LR

Si Hj es cierta, imponer la restriccién no deberia costar mucho en términos de verosimilitud:
el modelo restringido deberia ajustarse casi igual de bien que el no restringido. Si la diferencia
E(éN R) — E(éR) es grande, la restriccion es “costosa” y probablemente falsa. Formalmente, el
estadistico —2[¢(0g) — £(OnR)] ~ Xg, donde ¢ es el nimero de restricciones impuestas.

9. Resumen Conceptual

Método Idea central Cuando usarlo
MCO lineal Minimizar 3% con f = Siempre que f sea lineal en 3
Xp

Taylor (linealizacién) Aproximar f localmente Primera aproximacién cuando f
por un plano tangente e es no lineal

iterar

MCNL Minimizar Y [y; — f(z¢, )] f no lineal; solucién numérica
directamente iterativa

MV Maximizar ¢(f | y) = Cuando se asume distribucién de
Soln f(y: | 0) los errores; bajo normalidad =

MCNL

Equivalencia fundamental bajo normalidad:
Bmco = Buv = BucnNL

Los tres métodos coinciden cuando los errores son normales e independientes con varianza
constante. Sus diferencias emergen al relajar estos supuestos.

10. Algoritmos de Optimizacion Numérica

Hasta ahora hemos establecido el problema de minimizar la suma de residuos cuadraticos (MCNL)
o maximizar la log-verosimilitud (MV), y hemos visto cémo la linealizacién por serie de Taylor
ofrece una primera aproximacion. En la préactica, sin embargo, ninguno de estos problemas
tiene solucién analitica en forma cerrada cuando f(x¢, ) es genuinamente no lineal. Por eso
debemos resolverlos de forma iterativa: partimos de un punto inicial éo, aplicamos una regla de
actualizacion y repetimos hasta que la secuencia {én} converja.



La eleccion del algoritmo importa: distintos métodos difieren en velocidad de convergencia,
requisitos de memoria y robustez ante funciones objetivo con forma irregular. Los tres algoritmos
mas utilizados en econometria son Newton—Raphson, Gauss—Newton y el método de Scoring
(Berndt-Hall-Hall-Hausman).

10.1. Gradiente y Hessiana: las piezas comunes

Cualquier algoritmo de segundo orden necesita dos ingredientes calculados en el punto actual O,

leftmargin=*

= Gradiente VS (én) vector de derivadas parciales de primer orden de la funcién objetivo.
Para MCNL con S(0) = >, (y: — f(x¢,0))? resulta

- Of (a1, 6
VQS 22 ﬂi‘t, ) 77 72Zut Zt,
t=1

donde Z; = V f(x¢,0) es la fila del Jacobiano correspondiente al periodo t.

» Hessiana V35 (0,,): matriz de derivadas de segundo orden. Para el mismo S(6):
0) =2 7 Z{—2) i H,
t ¢

donde H; = ng(xt, 0) es la Hessiana de f respecto a 6 en el periodo ¢.

Interpretacion:

El gradiente indica la direccién de méximo crecimiento de S(#); para minimizar, nos movemos
en la direccién opuesta. La Hessiana cuantifica la curvatura local y permite escalar el paso
de forma apropiada: si la funcién es muy “plana” en alguna direccién, la Hessiana lo detecta
y el algoritmo da pasos mas grandes en esa direccion.

10.2. Newton—Raphson

El método de Newton-Raphson obtiene la regla de actualizacién expandiendo VyS(6) en serie
de Taylor de sequndo orden alrededor de #,, e igualando a cero:

Onir = 0n — |V3S(0n)]  VoS(0n). (12)

El término a = V35(6,,) es la Hessiana evaluada en la iteracién actual, y el término b = V4 S (0,)
es el gradiente. La actualizacién consiste entonces en restar al punto actual el producto a~!'b.



Interpretacion:

\

Newton—Raphson usa informacién de curvatura (Hessiana) para escalar el paso. Si la funcién
objetivo es cuadratica exacta, converge en una sola iteracion; en casos generales, converge
cuadraticamente cerca del 6ptimo (el error se eleva al cuadrado en cada paso). La desventaja
es que requiere calcular e invertir la Hessiana en cada iteracién, lo cual puede ser costoso, y
que la Hessiana debe ser definida positiva (no singular) para que la direccién de actualizacién
sea descendente. Si existen problemas de singularidad, el algoritmo puede fallar.

Para el modelo y; = af™ + us con 6 = (a, 8)’, el Jacobiano es:

Zt = Vf(ﬂft,e) = (/833157 amtﬂxt_1)7

y la Hessiana de f respecto a 6 es la matriz simétrica:

0 xy—1
H; = ng(:rt,ﬂ) = <$t/8xt_1 axt(ff/g_ 1)6a:t—2> .

Sustituyendo en (12) con valores iniciales « = 1, = 2, la primera actualizacién queda:

-1
&n—kl B 1 22xt It22xt_1 T 9Tt — 1
<Bn+1> N <2> |? zt: <$t22xt1 .%‘%22%72 —2 Z Ut 2% 1 ZL't(.Tt — 1)2“72

yt — 2‘“) 2xt

Regla practica:

La Hessiana de S(f) debe ser definida positiva para garantizar que la direccién de
Newton sea efectivamente descendente. Si no lo es, el algoritmo puede divergir o quedar
atrapado en un maximo local. En la préctica se suelen anadir modificaciones (por ejemplo,
el método de Levenberg—Marquardt) para forzar la positividad.

10.3. Gauss—Newton

El método de Gauss—Newton es la versiéon simplificada de Newton—-Raphson que se usa
especificamente con MCNL. La clave es que, al expandir la Hessiana de S(6):

VeS(0) =2 7,7 — 2 Hy,
t t

el segundo término —2 3%, @, H; involucra los residuos 4;. Cerca del 6ptimo, cuando el modelo
ajusta bien, estos residuos son pequefios y dicho término es despreciable. Gauss—Newton lo ignora
deliberadamente, aproximando la Hessiana por 23, Z;Z]. La regla de actualizacién resultante es:

Onir = On [Z Z Zt} 1[2 Ztat] (13)
t



Interpretacion:

Comparando (13) con la férmula MCO esténdar B = (X'X)~1 X"y, se aprecia que Gauss—
Newton es ezactamente una regresion MCO de los residuos 4; sobre las columnas del
Jacobiano Z;. Esto no es accidental: recuérdese que en la linealizacién por serie de Taylor,
V f juega el papel de la matriz de regresores X. Gauss—Newton explota esa analogia en cada
iteracién.

La ventaja sobre Newton—Raphson es doble: no requiere calcular la Hessiana de f (solo el
Jacobiano), y la matriz > Z;Z; es siempre semidefinida positiva, lo que garantiza que la
direccién de actualizacion sea siempre descendente.

10.4. Scoring (Berndt—Hall-Hall-Hausman, BHHH): versién para MV

Cuando el objetivo es maximizar la log-verosimilitud ¢(0 | y) en lugar de minimizar S(0), la regla
de Newton—Raphson se convierte en:

Ons =~ [ V306 0] [ voru(6,)].

donde /¢4 es la contribucién de la observacién t a la log-verosimilitud.

El método de Scoring (también conocido como BHHH por sus autores) reemplaza la Hessiana
de la log-verosimilitud por su esperanza negativa, es decir, por la Matriz de Informacion de
Fisher Z(0):

ot = b+ [20)] [X Votu(6,)]. (14)

donde Z(6,) = —E[V2/(0)]. Dado que maximizamos (la funcién crece hacia el 6ptimo), el
algoritmo suma en lugar de restar.

Interpretacion:

En (14), el gradiente Y., Vgl es elAscore o funcién de puntuacién, que en el éptimo no
restringido vale cero. El término [Z(6,,)]~! escala el paso segiin la informacién disponible en
los datos: cuanta mas informacion, menor el paso necesario para alcanzar el maximo. La
relacién entre los algoritmos y la Hessiana del modelo MV se puede expresar compactamente
€omo:

1
Hyv = 252 Hyiene,

lo que muestra que el método de Scoring es la contraparte de Gauss—Newton en el mundo de
la maxima verosimilitud.

Aplicacién al modelo y; = aef® + ;. Para ilustrar cémo se construye el algoritmo en la
practica, consideremos este modelo con 6 = (a, 3,02)". La log-verosimilitud bajo normalidad de
errores es:

T T . 1 o2
00) = —5111(277) —5 In(o;) — 557 Z(yt — aePr)?,

9u =1



El gradiente respecto a (a, 3,02) es:

1
~ 57 2w = ac ) (=)
u ot
ot _L _ eBTey(_ Bzt
% = 20_3 - (yt ae )( azxie )

Regla practica:

El estimador MV de la varianza divide entre 7' (no entre T'— k), por lo que es sesgado en
muestras finitas, aunque consistente. La solucién asintdtica de este estimador requiere
que los residuos sean evaluados en el  que maximiza la verosimilitud, lo que a su vez
depende de 42; de ahi la naturaleza iterativa del problema.

11. Inferencia con el Estimador de Maxima Verosimilitud

Una vez obtenido el estimador Gyy, la pregunta natural es como contrastar hipétesis sobre los
parametros. En el marco de la maxima verosimilitud existen tres estadisticos de contraste clasicos
que, bajo la hipétesis nula y condiciones de regularidad, siguen asintéticamente una distribucién
x%(q), donde ¢ es el nimero de restricciones impuestas. Los tres son asintéticamente equivalentes
bajo Hy, pero pueden diferir en muestras finitas.

Para unificar la exposicion, consideremos el modelo general y = X3 + ¢ (o su version no lineal)
con § = (B',02)’, y la hipétesis nula lineal Hy : R = r, donde R es una matriz ¢ x k de rango
completo y r es un vector de constantes.

11.1. Test de Razén de Verosimilitudes (LR)

La idea central es comparar cuanto “pierde” la verosimilitud al imponer la restriccion Hg : RO = 7.
Se estiman dos modelos: el no restringido (NR), que maximiza ¢( | y) libremente obteniendo
ONE v el restringido (R), que maximiza sujeto a Rf = r obteniendo 6. Por construccién,
(NE > R,

El estadistico LR se construye a partir del ratio de verosimilitudes A\ = Lf/LN® que satisface
0 < A < 1. Tomando logaritmos:

LR = —2In X = —2[¢(0%) — £(0VF)] % v2(q). (15)



Interpretacion:

Si Hy es verdadera, imponer la restriccién no deberia costar casi nada en términos de
verosimilitud: £ ~ ¢V v, por tanto, LR ~ 0. Si LR es grande, la restriccién es “costosa”
—Ilos datos son muy poco verosimiles bajo Hyp— y se rechaza la hipétesis nula. El factor —2
es una normalizacién que asegura la distribucién y? asintética.

11.2. Test de Wald

El test de Wald no requiere estimar el modelo restringido. Parte del resultado asintético: bajo
condiciones de regularidad, el estimador MV satisface

5L NGB, T(B).

Aplicando la restriccién lineal RS — r, y usando que una transformacién lineal de un vector
normal es también normal:

RB—r % N(0, RI(B)'R)).
Bajo Hp : RS = r (es decir, RS — r = 0), el estadistico de Wald es:

W= (B~ ) [RZ(D)R] (BB 1) S ). (16)

A

donde Z(B)~! = 62(X’X)~! en el caso del modelo lineal bajo normalidad.

Interpretacion:

El estadistico de Wald mide cuén lejos esta RB de 7, normalizando por la varianza de esa
distancia. Si la restriccién es verdadera, Rﬁ deberia estar préximo a r y W deberia ser
pequeiio. Una forma ttil de interpretar el denominador: [RZ(3) 1 R'] es la varianza asintética
de RB , de modo que W es esencialmente la distancia al cuadrado medida en unidades de
desviacion estandar —equivalente a la nocién de “cuantos errores estandar” separan al
estimador de la restriccién.

\

ParAa Hp : A =5 en el modelo de Poisson del ejemplo anterior (donde A= 2,8), la varianza
de X es Z(\)~! = \2/56. El estadistico de Wald resulta:
56

A . 56
W=(R=5)5 (=5 =@28-555(28-5)

11.3. Test del Multiplicador de Lagrange (LM)

El test LM (también llamado test de Score) parte del modelo restringido: se estima tinicamente
oR v se evalta el gradiente de la log-verosimilitud en ese punto. En el maximo no restringido, el
gradiente es exactamente cero por definicidn; si la restriccién es verdadera, el gradiente en oF
deberia ser suficientemente cercano a cero. El vector score evaluado en el modelo restringido es:

)

OR

sy OLO%)  (oe/op
S(QR) 90 <8€/302>




y el estadistico es:

LM = s(§7)Y Z(6%) ' s(6%) 4 x*(q). (17)

Interpretacion:

El LM mide cuén lejos esté el gradiente de la log-verosimilitud (evaluado en éR) de su valor
Optimo cero. Si la restriccién es verdadera, OF deberfa estar cerca del maximo no restringido
y el gradiente deberia ser pequeno; si es falsa, el modelo restringido esta “lejos” del 6ptimo y
el gradiente es grande.

La gran ventaja préctica del LM es que solo requiere estimar el modelo restringido, que a
menudo es méas simple. Por ejemplo, si Hy impone By = 0, basta estimar el modelo sin zo; y
evaluar el score.

Los tres tests en perspectiva

La siguiente figura ilustra geométricamente la relacion entre los tres estadisticos sobre la curva
de log-verosimilitud:

= LR: diferencia vertical entre £(0NE) y ¢(4F).

» Wald: distancia horizontal entre 6VF y or (cuédn lejos esté el estimador no restringido de
cumplir la restriccion).

= LM: pendiente de la log-verosimilitud evaluada en or (cudn “inclinada” estd la curva en el
punto restringido, lo que indica que ain hay margen de mejora).

En muestras grandes los tres tenderan al mismo valor bajo Hy. En muestras finitas, Wald tiende
a sobre-rechazar, LM a sub-rechazar y LR queda en un punto intermedio (Novales, 1993, cap. 12).

Cuadro 1: Comparacién de los tres tests clasicos de MV

LR Wald LM
Modelos estimados NR y R Solo NR Solo R
Insumo principal (NE _ gR RANE _ Vgﬁ(éR)
Distribucién asintética x%(q) 2(q) x2(q)
Ventaja practica Intuitivo No requiere R No requiere NR

12. Contraste de Restricciones No Lineales

En los modelos no lineales, la hipo6tesis nula no siempre adopta la forma lineal R3 = r.
Frecuentemente las restricciones son no lineales en los pardmetros, del tipo Hy : R(5) = r,
donde R(-) es una funcién vectorial no lineal. Por ejemplo:

H(): ﬁQ =1 O H():,@1X,32:1.
1 —f3




El estadistico de Wald se generaliza a este caso mediante una aproximaciéon de Taylor de R(B)
alrededor del verdadero :

1

W = [R(B) -] Bﬁ Var () (‘;?) ] [R(B) — ] % x*(q), (18)

donde OR/0[3 es la matriz Jacobiana de R evaluada en B , Y \//&(B) es el estimador de la varianza
del estimador (por ejemplo, 62(X'X)~! o Z(B)71).

Interpretacion:

A

La légica es la misma que en el caso lineal: medimos cuén lejos estd R(f3) de r, escalando
por la varianza de esa distancia. La diferencia es que ahora @(R(ﬁ)) no es simplemente
RVar(B) R/, sino que involucra el Jacobiano &R /8 porque la restriccién es no lineal. Esta
es la generalizacién del método delta: la varianza de una funcién no lineal de un estimador se

aproxima por la varianza del estimador multiplicada por la derivada al cuadrado.

12.1. Ejemplo: restriccion cociente

Considérese el modelo:
yr = B1+ Payi—1 + B3 Ci—1 + uy,

B2 B2

y la hipé6tesis Hy : 5 = 1, equivalente a R(8) = 1~ 5 yr=1.
El Jacobiano de R respecto a 8 = (1, B2, 83)" es:
or )
38, X
OR | OR |
93 o | = 1=05s
’ 8% B
985 (1 - Ps)?

Evaluando en 3 , el estadistico de Wald resulta:

A~ 14 —1 ~
| B2 OR| — » (OR B2
vl sl (G| )

donde Var(3) = 62(X'X)"L.

12.2. Ejemplo: restriccién producto

Para el modelo y; = By + f1x1t + Boxor + ur con Hy : f1 X B2 = 1, la funcién de restriccién es
R(p1,B2) = P1P2 y r = 1. Su Jacobiano es:

0
OR
% = 51 )
B2



evaluado en (Bl, 32) Esto es un caso tipico de restriccion bilineal, que no puede expresarse como
Rj = r para ninguna matriz R fija. La aplicacién directa de (18) permite, no obstante, construir
el estadistico de Wald con la férmula del método delta.

Regla practica:

Para cualquier restriccién no lineal Hy : R(3) = r, el procedimiento es siempre el mismo:
(i) estimar /3 sin restricciones, (i) evaluar R(j3) — r, (iii) calcular el Jacobiano dR/df en
B3,y (iv) aplicar la férmula (18). El estadistico resultante sigue asintéticamente una y2(q)
bajo Hy, donde ¢ es el niimero de restricciones escalares en R(() = r.

13. Matriz de Informacion y Varianza del Estimador MV No Lineal

Para el modelo no lineal general y; = f(x, 8) + uz con u; ~ N(0,02), el vector de pardmetros
completo es 6 = (3',02)". La Matriz de Informacién de Fisher toma la forma por bloques:

o [ G o) o
0, %

y su inversa (la cota de Cramér-Rao, que coincide con la varianza asintética del estimador MV)

€s:
, —1
T(8,02)" = % [(%) (g_gﬂ 0k4 . (20)
0, 2

Interpretacion:

La estructura por bloques de (19) refleja que, asintéticamente, las estimaciones de 3 y de o2
son independientes: conocer mejor uno de ellos no aporta informacién sobre el otro. El
bloque superior izquierdo de (20) muestra que la varianza de B tiene exactamente la misma
forma que en el modelo lineal —o?(X’X)~!— pero con el Jacobiano df /93 reemplazando a
X. Esto es consistente con la analogia entre Jacobiano y matriz de regresores que hemos
destacado a lo largo de todo el manual.

\

Para y; = ael™ + uy, el Jacobiano es (9f/00) = (e, axieP®)" en cada t, y el producto

externo es:

oft\ (0ft\ B 2Bt azxe?hr

00 ) \ 06 ) — \awe?Pr a2x2eboe |-
Sumando sobre t = 1,...,T y sustituyendo en (20) se obtiene la varianza asintética completa
de (&, B)".




Resumen de los Algoritmos y Tests

Cuadro 2: Algoritmos numéricos para modelos no lineales

Algoritmo

Regla de actualizacion

Cuando usarlo

Newton—Raphson

Gauss—Newton

Scoring (BHHH)

A

Ons1 = 0, — [V2S]1VS

A

9n+1 = én
3 Z:Z) Y Zyi]

Oni1 = On + [Z(0,)]7' VL

Convergencia rapida
cerca del 6ptimo; requiere
Hessiana definida positiva

MCNL; mas robusto; solo
necesita Jacobiano

Maxima, verosimilitud;
version MV de Gauss—
Newton

Cuadro 3: Tests clsicos bajo maxima verosimilitud (Hy : R(5) =)

Test Estadistico Qué mide

Razén de  —2[¢(6%) — (BN ~ x2(q) Caida en verosimilitud

Verosimilitud al restringir

(LR)

Wald (W) [R(B) — r]'[Var(R(B))]'[R(B) — Distancia del
r] ~ x%(q estimador a la

restriccion
Multiplicador — s(6%)'Z(0%)~1s(0%) ~ x%(q) Pendiente de la log-
de Lagrange verosimilitud en A%

(LM)
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